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Synopsis．　The　present　paper　consists　of　the　following　two　parts．
1．Some　ambiguous　notions　in　our　real　life　can　be　seen　as　ultrafilters　6n
partially　ordered　sets。　A　fuzzy　set　corresponds　to　an　u1乞afilter．　But　well
known　theorems　show　that　fuzzy　sets　as　ulもrafilters　are　crisp　sets．　For　a
Heyしing　algebra　H，the　category　H－fuzzy　sets　can　be　defined，representing　a
many　valued　logic．　Since　a　category　H－fuzzy　sets　is　topos　2　H　is　Boolean，
fuzzy　Iogic　must　be　rich　in　a　category　which　is　not　topos．
2．Nonstandard　analysis　is　constructed　on　the　theory　of　ultrafilters．　Let　I　be
acountable　partially　ordered　set。　Then　there　is　an　ultrafilter　F　on　I　such　that
a　truth－value　function　T　can　be　defined　and　X∈F　1／2≦T（X）≦1．　Defining
such　many　valued　logic　with　truth－function　T，a　proposition　in　mathemaしics
is　proved　to　be　consistent．　「
　ファジー集合の理論は，古典数学の厳密さと現実世界の多くの場合に出逢う不正確さとの関
係を修復する1っの試みである。　（Zadeh，（7））．
　コンピューターとの関連のみならず社会生活に広がっている約束事には，そのまま放置して
おけない“不正確さ”がある。“曖昧さ”や“不正確さ”の中で，より明確な方針で取扱う必
要のあるものが多くなっている。これらにっいての研究は最近20年間可成り深められ（⑥），
社会全般にわたる見直しの一助となることが予想される。層
　詳論は他の場所に譲ることにして，“曖昧さ”の集合としての側面に限定して考えてみた。
この報告はっぎ．の2っに分けられる。
　1°　“曖昧さ”とフ！ルターを結びつけることの結果について調べる。
　2°数学の命題をファジー一論理の応用として証明し，Nonstandard　Analysisとの関連に
ついて考える。
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　1．1集合
　P（x）を“x・・2nとなる整数πがある”という命題とすると，偶数全体の集合Eは
　　　　　E＝｛x：P（x）｝で表される。
Q（x）を“αx＋ゲ＝c・「である0でない整数α，b，　cは存在せずかつ2≦xである”とし，
　　　　　F＝｛x：x＝2あるいはQ（x）｝
とおく。
　Eはハッキリした集合であるが，．Fにっいては，　xがFに含まれないとすれば25，060〈xで
あることは知られているが，その全体像はわからない。
　　　　　Fρ＝｛x：p時点ではx＝2あるいはQ（x）｝
とすれば，p≦qを“qはp以前ではない”と約束して
　　　　　、ρ≦q　なら　Fp⊆Fq
となる。
　　　　　Ao＝｛x：xは若い｝
　　　　　A、＝｛x：xは高価である｝
　　　　　A2＝｛x：xは危険である｝
もそれぞれ“集合”として扱うことができるようにしたい。このような曖昧さを含んだ集合を
ファジー集合という。
　1．2　命題と集合
　数学の命題が集合に関する命題として表されるのは，次の例で納得できる。
P“代数的数αは，それに1っの有理整数を掛けると，代数的整数となる。”
　　　　　A＝｛x：xは代数的数である｝
　　　　　B＝｛x：nxが代数的整数となるような有理整数nがある｝
　　　　命題Pは集合の命題A⊆Bで表される。
　今考える対象となっている要素全体の集合をUとしA，Bが対応している（表している）命
題をP，Qとする。
　　　　　Pが真　　　と　　　A＝U
　　　　　Pでは絶対にないとcA＝U
　　　　　PならばQとcAUBニU
　　　　　PかっQ　と　A∩B＝U
　　　　　PあるいはQとAUB－U
は同値となる。ここでcAはAのUに関する補集合，　Uは和集合，∩は共通部分を示す。
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　L3　ファジー集合と半順序集合
　“Xはorより年令が上ではない”をX≦yで表すと
　（1）x≦x，
　（2）x≦orかっor≦x　ならばx＝　or
　（3）x≦ンかっン≦z　ならばx≦z
っまり≦は順序である。
　集合Pについて関係≦が部分的にでも定義されていて，x∈P（xはPの要素である），ン
∈P，z∈Pに対して（1），（2），（3）が（x，y∈Pなるすべてのlx，blの組についてx≦OVある
いはy≦xが成り立っているとは限らない）成り立っているときPは≦で半順序集合であると
いう。
　Pが≦に関して半川頁序集合であるとする。
　F⊆Pで次の条件をみたすとき，FはP上のフィルターと呼ばれる。
　（4）F≠φ（φは空集合）
　（5）p≦qかっp∈Fならばq∈F
　（6）P，q∈…Fであればr≦Pかっr≦qであるFの要素rが存在する。
“より豊かである”（同程度に豊かであることも含めて）を≦で表わす。豊かであるもの全体
の集合は1っのフィルターFではないか。
　㈲は容認できる。（4）は考えすぎなければ承認される。⑥は些か考慮が必要である。
　P，q∈Fであっても同じ理由での判定とは限らない。PはRbR、，…，Rnの理由から
qはR，，R、，…，　Rn，　R　，，．、，…，　Rmのの理由からの場合がある。　rはその共通の理由R　，1，
R．，，…，Rnでは豊かであると判定できなくともR1’くR，，　R，n’〈Rm（程度を考慮して）で
あるが，RfuRJ、が好もしい理由となってFに入ることを認める（細かな補足が必要であろう
が）　しかもr≦p，　r≦q．
　このようにFが豊かなものの集合と見倣すことができる。フィルタFはファジー集合と見倣
すことができる。以下フィルターをファジー集合とする半順序集合をPとする。
　1．4　ファジー集合とプール代数
　Uが次の条件をみたすときcutという。
　（7）U⊂Pかつ
　　　　　p，q∈P，　p≦qかっq∈Uならばp∈U．
とくにUpを
　　　　　Up・＝｛x：x≦p｝と定める。
　cutUがっぎをみたすときregularであるという。
　（8）pGUのときq≦pかつUe∩U＝φであるqが存在する。
　前節に続いてcut，　regular　cutを見る。
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　Uのある要素より劣っているものがすべてUに含まれるとき，Uをcutという。
　pGUのときUの要素はすべてボート選手でなくpはボート選手であるという理由でpGU
となっているとする。
・≦・の
?Eはボート選手であるが経験年数がPより少ないものであるとする・・のとき
regularである条件をみたす。
　Pが≦に関してさらに“separative”すなわちp≦qであればr≦pなるrが存在してU
∩U，二φとなるとする。
　BをPのregular　cut全体の集合とする。
　　　　　u，v∈Bに対して
　　　　　U・V＝U∩V（和集合）
　　　　　U十V；｛t；（∀S≦t）（（uUV）∩Us≠φ｝
　　　　　－u＝｛t：u，∩u＝φ｝
と定めると，φ，P∈Bで，　Bは・，＋，一に関してプール代数となる。のみならず
　x⊆Bならばsup｛u：u∈x｝，inf｛u：u∈x｝がBで存在する。（っまりBは完備で
ある。
　このBに関して，Stoneの定理がある。
　Stoneの定理
　　プール代数はある集合体と同型である。
　Fが集合体であるとは
　（9）Fはある集合Xの部分集合の集合の部分集合である。
　（10）X∈F
　aD　X，　Y∈Fならば，　XUY，　X∩Y，　X－Y∈F，
　Stoneの定理の集合体は次のようにして作られる。
　　　　　S＝｛P；PはBの超フィルターである｝
　　　　　u∈Bに対して
　　　　　Xu＝｛P；P∈Sかつu∈P｝．
　　　　　F＝｛Xu：u∈B｝これが求める集合体。
　　　　　　　f：B－♪F
はf（u）＝Xuである。
　上のことは曖昧な概念を半順序集合におけるフィルターと見倣すと，結局集合体という所謂
crisp　setsの理論になることを示している。っまり，曖昧な概含を拙劣にすすめるとっまらな
い集合論となる。
　1．5　Heyting　algebra
　L．E．　J．　BrouwerはH．　Poincare，　E．　Bore1，等のフランズ経験主義を急進的にすすめた。彼
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の直観主義は満足気なHilbestの優越性に挑戦して，どくにベルリンで歓迎された。　（van
Dalen）
　Brouwerの直観主義数学の論理部分をその弟子Heytingが形式化した。これがHeyting
algebraである。　Heyting　algebraは排中律“pv7pは常に真”を欠いた論理，っまり2値
論理ではない論理の代表である。詳しくはつぎのようになる。
　AがHeyting　algebraであるとはっぎの条件をみたすことである。
　a2）Aは半順序集合である。
　⑬　Aの任意の要素a，bに対し，　a，　bの上限aUb，下限a∩b，に関するaの擬補元
　　a⇒bがある。
　　Aは0を含む。
　　任意のx∈Aに対してa∩x≦b㌻x≦cであるcをa今bとかく。
　Aが完備Heyting　algebraであるとはつぎの条件をみたすことである。
　Q2），　a3）をみたす。
　（1の　Aの任意の部分集合Xに対しXの上限，下限，supX，　infXがある。
　1．6　H一ファジー集合
　1．4で見たことから圏論の中で集合を見直すことは自然であった。（（4））
　Hを完備Heyting　algebraとする。
　H－Hは次の条件をみたすときH一ファジー集合の圏という。
　as）S＝｛1：1は集合｝に対して1∈Sを定義域とし，Hを値域する関数：IAH（これをa＝＜ai
　　＞i，1とかく）
のすべてはH－Hの対象（ofject）と呼ばれる。
　（16）　｝Hの射（arrow）と呼ばれるものはH－Hの対象1皐H，　J逗H（1，　J∈S）に対し
　　て定められる関数p：1×J→Hで，次の（ln～（19）をみたすものとする。
　　　　　a＝＜ai＞i。hb＝〈bノ＞i，1，p＝くPf♪、。1．ノ，ノで
　q7）pり≦b，（i∈1，j∈J）
　a8　P，」∩Pu，＝0　（i∈1，j≠」’∈J）
α町ソ、P・，一・t（i∈1）
eo）H－Hの対象1　－CY　H，　J互H，　KgH
に対して
H－Hの射　p：1×J→H　　　a→b
　　　　　q：J×K→H　　b一今c
があるが，p，　qの合成qop＝rがあり
　　　　　c＝〈c。＞k。κ，r＝＜rik＞i、、，k、κ　に対して
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　　　　　r＝uP、、∩qih
　　　　　　　／eノ
である。
　⑳　搬｛のすべての対象aに対して
　　　　　la：a→aである射1。がある。
　⑳　aRb旦cSdのとき
　　　　　ro（qop）＝（roq）op
　⑳　aRb，　b旦cに対して
　　　　　1，0p＝＝P，　qol〃＝q
すなわち
　　　　　　　　　　　a旦　b　旦　c
N1〆
⑳　H－Hの対象a，bにっいてa→bがあるがtこの射全体の族は集合である。
圏Cがっぎの条件をみたすとき，トポスという。
⑳　Cのすべての対象a，bに対して対象a×bがある。
㈱　Cのすべての対象xに対してx→1である射がただ一つ存在する。（終対象という。）
⑳　っぎのsubobject　classifier（真理値対象）がある。　1→Ω
㈱　Cはpower対象をもっ。
　　っまり次の図が成り立つ。
上の図からf（A，B）⊆2＝｛0，1｝
1藁掲、
　　　　f（a，b）＝1のとき（1，×f）（a，b）＝（a，a）
　　　　eVn（1，×f）（a，b）＝l
　　　　f（a，b）＝oのとき（1，×f）（a，b）＝（a，O）
　　　　eVA（1ハ×f）（a，b）＝O
H－Hは任意の集合の真理値を完備Heyting　algebraの中にもっ関数を対象としてもっている。
っぎの命題が成立する。
命題　H・Hがトポス2Hがプール代数
これは闇がトポスであるときっぎの図が成り立っことで察せられる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B－一一＞1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v　　　　　　 　　　　　lT　　　　　　　 　　　　　m↓
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A．皿Ω
　　mは1：1　x（m）　はBの特性関数となる。
　ファジー集合の文法であるファジー論理はトポスでない圏闇の中で考えるのが望まれる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．
　2．1　Nonstandard　Analysis
　ABernsteinとA．　Robinsonがヒルベルト空間におけるある線形作用素にっいての不変
部分空間定理を最初に証明した方法はnonstandard　analysis（n．　a．）であった。　P．　R．
Halmosはこれがn．　a．の唯一最大の成果であることを指摘しながら，　n．　a．に現れる新要素は
数列を思い出させるものとの感想を述べている。（（1），⑤）
　これは例えば（3，3，…，3，…），　（1，5，2，3，3，…，3，…）…を3と同一
視する手法である。
　1を1っの集合，F⊆1を1上の超フィルターとする。1で定義された関数f，　gについて
　　　　　f＝F9ご｛i∈1：f（i）＝g（i）｝∈F
と定めると，同値類
　　　　　f“’＝｛9：f＝i．一　9｝
が得られる。以下，場合によりfとf．とを同一視することがある。
　ウォシュの定理
　　ψ（f’，…，f”）ご｛i∈1：ψ（f’（i），…，fn（i）｝∈F
　I＝｛ihi2，…，in，…｝上で定義されたfがf（x）∈｛o，1｝のとき
　　　　　t’（・）一Σ・（・rt）　ti
とすると0≦t，（f）≦1である。
吉≦1・，（f）のときT、（・）とかく．
　　　　　Tノ（「の2T，（f）でない
　　　　T，（f→g），T，（／）ならばT，（g）
　　　　Tノ（f〈g）ならば　T，（f）かっT，（g）
　　　　T！if＞g）ならば　Tノ（ブ）あるいはT，（g）
　このT，で1をとくに指定しないでTとかいて論を進める。
2．2　T（f）による証明
　1°Xがコンパクトであれば
　　∀xT（x∈X）【fl　y∈X∀G∈yT（x∈G）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　39
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　冗長を避けて記号を用いることにする。
　T（x∈X）なるすべてのxに対してy∈Xなるあるyが存在してy∈Gなるすべての開集合
（Gは開集合をさすことにする）T（x∈G）と読む。
　　証明　　Xはコクパクトである’とする。結論の否定
　　　　　　　　gxT（x∈X）∀y∈XHG∋yT（x∈G）……（0）
　　　　　　AはAでない一とを示す。
を仮定する。これより
　∀y∈XヨGy∋yT（x∈Gy）でない。
　　　　X⊆　U　Gy，
　　　　　　　y∈X
右辺はXの1っの被覆でありXはコンパクトであるから，X⊆GyIU…UGyn
なるy1，…，　Yn∈Xが存在して，　T（x∈Gyi），…，T（x∈GYn）。
　　　　　∀y（y∈X→y∈Gy［v…vy∈Gyn）
　　　　　P→T，（P）であるから
　　　　　T，（y∈X）→T，（y∈Gy，v…vy∈Gyn））
従って
　　　　　T，（y∈X）ならば
　　　　　T，（y∈Gy，）あるいは……　T，（y∈Gyn）
yとしてxをとると（0）に反することがわかる。
　2°Diniの定理
　（1）Xはコンパクト
　（2）fi，f2，…，　fn，…はX上で定義された連続関数列
　（3）すべてのx∈X，すべての自然数nに対してfn＋1（x）≦f。（x）
　（4）すべてのxに対して1im　fn（x）＝f（x）
　　　　　　　　　　　　n→QQ
　（5）　fはXで連続
（1）～（5）ならばf．はX上でfに一様収束する。
　　証明　　∀x∈X（f（x）＝0）としてよい。（f。（x）－f（x）；gn（x）とおけばよいから）
　Xがコンパクトであるから
　　　　　∀xT（x∈X）ヨy∈X∀G∈yT（x∈G）　　　　　　　　　（6）
fnが連続であるから
　　　　　∀y∈X∀ε＞OYG⊂X（fn（G）⊆（fn（y）一ε，fn（y）＋ε）
　　　　　かつy∈G）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
　　　　　∀x∈X∀n，m（n≦mならばfn（x）≧fm（x））　　　　　　（8）
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limf（x）＝f（x）＝0であるから
　　　　　　∀x∈X∀ε＞0ヨn。∀n≧n。ifn（x）iくε　　　　　　　　（9）
　　　　　　T（x∈X）なるxに対して（6｝のyを固定して（6），（7）より
　　　　　　T（lf，、（x）－f（y）1＜ε）
　（9）よりStn。∀n≧n。　lf，“（y）i＜ε
従って任意のε＞0に対して
　　　　　　》xT（x∈X）Mno∀n≧n｛｝T（lfn（x）1〈2ε）
　ここでT（…）は今までとくに定めていなかったがXがコンパクトであれば
　　　　　　“∀xT（x∈X）fl　no∀n≧n。T（lf（x）1＜ε）
ならばAn。∀h≧n。∀xT（x∈X）T（lfn（x）1＜ε）”
となるようなT（…）があることが証明される＊。従って
　　　　　　ヨn〔レ∀n≧n⊂レ∀xT（x∈X）T（lfn（x）1〈2ε）
すなわち
　　　　　　T（gno∀n≧no∀x（x∈X＝＞lfn（x）1＜2ε））
　ウォシュの定理より
　　　ヨno∀n≧no∀x∈X（lfn（x）1＜ε）
＊）の部分はT（…）の基本性質として退屈で大きな計算であり省略する。
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